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Le théorèmede reduction de Marsden-Weinstein
en géométriecosymplectiqueet de contact
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Abstract. Weshowthat theclassicalMarsden-WeinsteinReductiontheoremforHa-
miltoniansystemswithsymmetriesis still trueforcontactmanifoldsandcosymplectic
manifolds(i.e. canonicalmanifoldsin thesenseofA.Lichnerowicz).

In fac4 weprecisethenotion of transitivealmostcontactstructure,whichenables
us to considerthe cosymplecicgeometryas a limit of the contactgeometrywhena
certainparametergoesto zero. Thispointof viewunifiesboth theories.

However,wehaveto givetwo distinctproofsfor thecontactReductiontheorem
andthecosymplecticone.

INTRODUCTION

On connaItl’importance en géometnesymplectiquedu théorèmede Reductionde
l’espacedesphasesdeMarsden-Weinstein[11]quipermet,si l’on disposed’un groupe
de symétriesdela structurerespectantle hamiltonien,devoir la variétécommeune

reuniond’orbitescontenantle lot du champde vecteurshamiltonien, les orbites régu
-here(en un certainsens)étantdesfibresprincipauxdontles basessontdes variétés

symplectiquessur lesquellesle hamiltonienestprojetable.

II s’agit dansce papierde donnerune versionde ce théorèmepour les variétésde
contactetles variétéscosymplectiques(ouvariétéscanoniques).

Key-Words: Symplecticmanifold. Contactmanifold. Cosymplecticmanifold. Reduction
theorem.Principalstructure.
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Leparti pris systématiqucCs! d ‘utiliser Ianotionde ~<structurcdc presquccontacttraif-

sitive>~qui permctde regarderlesstructurescosymplectiqucscommcobtenuesen quci-

quesortepardégénérescencedesstructurcsdecontact.Danscetteoptique, Ia géométric

hamiltonienriedesstructuresdc contactpermet,parpassagea la limite, de rctrouverIa

géométriecorrespondantedesstructurescosymplectiqucs.

1. GENERALITES SUR LES STRUCTURESDE PRESQUE CONTACT

Soit V unc variétéde dimension 2n + I Unestruclurc dc prcsquccontactsur V

estIa donnéed’un couple (9,w) oö 8 Cs! unc 1-forme et cc unc 2-Ibrme sur V

tehlesque 9 A w~soit une forme volume sur V. On noterapoor p > 0, ~4’ V) Ic

A°(V)-module des p-formes sur V, ci N( V) Ic A°(V)-modulc deschampsdc

vecteurs.

Si (8, cc) estunestructuredc presquccontactsur V un champde vecteursX e

1-I( V) estparfaitementdéfini par les formes

axO Cl i~cc

En particulier,Ic champd~vecteur R délini par

2R& Ct
2RW

estappehéle champdeRccbdeIa structuredepresquecontact. II na pasde singuIarii~,

et définit done un feuilletageV de dimension I appclélot dynarniqucde ( V, 0, cc

En tout point ~ E V, ker 8~estun hyperplande T
1V transversea T~V,appchi

hyperplanhorizontal. La restrictiondc cc1 a cc! hyperplanestde rang 2 n : on diraquc

Ic feuilletageV esttransvcrsalcmcntprcsqucsvmplccliquc.

EXEMPLE 1. Si (14”, cc11) esi une variéié symplectique,on mum! V = 1< ~ 14 (Ic

Ia 1 -fomic cc = pr~cc,~.Alors ( 0cc) esi unc structurede presquecoruaci sur

Le champde Reebs’Ocrit ici H = ~— dansha decomposition TV = TR ~ TW. Lcs

feuillesdu flot dynamiqucson! lessous-variéiCsR x {x} oü z e V, ci Ia structurc

presquesymplectiquetransverseest inlcgrablcpuisqu’ellc se rCduit a Ia siruclurc cc~

surles~<tranchess{t} x

EXEMPLE 2. Si 9 Cs! UflC forme de contactsur V Ic couple (9, cc oü cc = d L~ Cs!

unestructurede presquecontact,ditc associCca 0. Le champde Rccbcst ci Ic sysI~nic

dynamiqucde Ia variétédc contact[14].

PROPOSITION1. Soil sur V unc structure(IC prcsquccontact (Occ) ,4Ior,cI app/icc

lion ~ TV TV définicpar X —~ = r~0.O+r1cc Cs! Ufl isonioiphisiiic dc lihrc.s

vectoriels
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DEMONSTRATION. II suffit de montrerquepourtout x E V, ~ dCfinit un isomorphisme

de T
1V sur TV. Or si X E T1V esttel que i~8~.O2+ ixw1 = 0, on obtienten

appliquantlesdeuxmembresa R1 : O1X = 0 et iw1 = 0. DoneX = 0.

En particulier,on a Rb = 9

PROPOSITION2. Soit sur tine varlété V tin couple (0, w) oà 0 e A
1( V), w E

A2(V), telquel’applicalion b : TV—’ TV définieparXb= ~x°.0~ ixw soitun

isomorphismedefibres vectoriels.Alors

— ou bien V estdcdimcnsionpaireet (V, cc) esttine variétéprcsquesymplectique.

— ou bien V estdedimensionimpaire, ci (V, 0,cc) estunevanétCdepresquecon-

tact.

Enparliculier, s‘ii existesur V tin champR tel que ~R0 = I ci iRw = 0, on Cs!

nécessairementdansIcsecondcas.

DEMONSTRATION. Soit R Ic champdevecteursdéfini surV parIacondition Rb = 6.

On aalors OR (OR)2 de sortequela fonction OR nepeutprendrequelesvaleurs0

ou I.

SupposonsV conncxc.Si OR= 0, on a 6 = i~w etdonesi X e TV

X — tOX.R+XW

Done l’application TV —* T*V qui a associe~xw est bijective: cc est donede rang

maximum,ci (V,w) estpresquesymplectique.Si OR = 1, 0 estsanssingularitesurV

etsurl’hyperplanker 0
1,w1 estderangmaximum,carl’applicationker 0~—* T;V qui

a X associe~XW estinjcctive, eta valeursdansl’annulateurdu sousespaceengendrC

par R1, (qui esttransversea ker 8~).Done V estde dimensionimpaire 2 n + I, et

O A w’~estuneformc volume sur V.

Si V n’estpasconnexe,Ic raisonnemcntci-dessuss’apphiqucsurtoute composante

conrexe,ci commeIa dimensionde chaquecomposanteconnexeestla mCme,on a le

résuhiat.

Enfinhedemierpoint résuhtedc la demonstrationci-dessus.

Si (V, 0,w) estunc variCtCde presquccontact,on note

#:TV—~TV —~c~

I’isomorphismerCciproqucdc b.



630 Ci.AtJDF AlBERT

2. STRUCTURES TRANSITIVES

Unestructuredc presquecontact(Ow) sur V est unc.ctructurcpr/nc/pa/c: Si I e
V, un repCre ( X0 , X711) en I estdii adaptCà (Ow) si Ic repèredual ( 8°,

9211) venue

01 = et cc1 = ~1 A 911+1 + + 8~A 9211

de sortequeR1 = X0.

L’ensemblcdesrepèresadaptésauxdiverspoinLs dc V constitueune CT11-siructure

sur V oO CT11 cst Ic groupedc contactsur R
2~~1, c’cst-a-dire Ic sous-groupcdes

matricesdc GL~ de Ia formc

- ofl éeSP
11

\0 a)

[de sorteque CT11 est isomorphcau groupesymplectique S?11I

La donnéedc (0,w) ëst doneequivalenica cellc d’une CT,~-structurcE sur Ia

variétC V.

Notons F le pscudogroupcdesdiffComorphismcsbeaux de V qui respecleniIa

structure (Ow)

F = {~E Di1f{V}~’0 = 0 ci ~w =

.Si ‘p E F, sonrelèvementnatureldansIc fibre desrepèresdc V respecteIc CT,~-librCE

En suivantla terminobogieusuelbedesstructuresprincipales 131 on dira que (Ow) iou

El esthomogencsi I’action de F esttransitivesurla variétC V jc’est-a-diresi Ctant

donné (z,y) E V x V, il existe Un ‘p E F de Source r ci hut ~iJ. On dira ~UC

(8cc) [ou El esttransitivesi I’action dc F esttransitivesurlc fibre E. CeitedcmiCre

condition estbeaucoupplus forte quc Ia prCcédente,ci Ic théorèmesuivanl donnc un

modèlelocal pour lesstructuresha vCnifIant 13[.

THEOREMEI. So/i (V 0, cc) uncstructuredcpresquecontacttransitivc. AIor:cIa Ibrinc

cc estfermCc, ct ii existeun red c tel qucd 0 = — ccc. Dc plus, ii cxisc au voi.cinagc

de chaquepoint z E V unsyslbmedc coordonnéeslocales (t, q
1 q11,

[en abrCgC (t, q,p)] ic/Icquc, a veclc.c conventionsusucliessurIc.s indices

0 = d ( + �p~dq’ ci ccd q’ Ad p,
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DEMONSTRATION.C’estuncahculdetenseurdestructure[3]. PuisqueE esttransitive,
son tenseurde structureest constantet invariantpar le groupe CT~.Or, si cI est

l’algèbre de Lie de CT~,on aha suite exacte

—~ R2’~~1”® ~ A2R~’~®

~ ~0

ou a est1 ‘opérateurd’antisymétrisationdeSpencer,et p estdéfinide la faconsuivante:

soit (e
0,e1,... , e21~)la basecanoniquede R

2”~’ : si u E R2’~’, on note u =

u°e
0 + ~i oü ii est Ia projection de u sur he sous-espaceR

2~ R( ~ ... , e~). Si

c~E A2R2?~t onauraainsi,pour u,v E R2’~1a(u,v)= a°(u,v)e
0+o~(u,v). Ccci

dii on aura

P = Po + Pt + P2 ofl ~ : A
2R2Id~I* ®R2~ — A2IR2’~’

~ .A2R2fl~l*®R2fl+t ~A2R2~
P2 :A2R2~l*®R2~t_A3R2~d

sontdéfiniespar (p
0c~)(u,v)= c~°(u,v)

(p1a)(ii,i~) =

+uj0(ii, ~(e0 1~)
~ = S w0(~(ii),~),~)

U,V,t~)

ofl cc0 est la forme symplectiqucstandard (cc0 = d u~A d u’~
1+ ... + d u’~A d u2~)

sur R2~,ethe symbole S indique ha sommationsurlespermutationscirculaires.
Dc plus, cettesuite exacte est une suite exacte de CT~-modules,pourl’action natu-

relic de CT~sur et hestenseursassociés.Le tenseurdestructureT de E doit

doneavoir 3 composantes(~, , T
2) invariantespar CT~: il existedonedeux reds

C1C2 tehsque

= e1w0 (w0considéréecomme2-formesurR
2’~”~ ~2fl)

T = �

2W0

et T2=O

Pourpréciserhanaturegéométriquedes 3 composantesdu tenseurdestructure,utihisons

une connexion linCaire V sur V adaptec a E. (V0 = 0 et Vw = 0), et soit T son

tenseur de torsion: si X, Y E fl( V)

T(X,Y) = V1Y - V~,X- [X,Y]

Si x E V, soit a: U~ E unesectionlocahedeE, c’est-à-direunchamp (X0,X1,

X2~) de repères adaptés. On peut, pour tout u E R
2”~’ lui associer he champde

vecteurs a.u ~ fl( U) défini par

Si U = ~ u’e~, a u = ~ u’X
1

O<i<2n
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Au tenseurTI~correspondun tenseura sur R2’~ dCfini par

o.a(u,v) = T(a.u,a.v)

ethe tenseurde structure~ a alors au point ~ Ia valeur r( z) = p( a
1). On a done

= O(T(a.u,a.v) = dO(a.u,a.v)

car VU = 0.

pt(a)(~,~)cco(a(eo,i~J)+wo(~,a(eo,E))

= cc(T(R,a.ii),aiJ) + w(a.1i,T(R,o.iJ))

= (L~cc)(a.~,a.~)

car VR = 0

ci enfin

p2(a)(TI, i~,fi2) = S cc0 ( a( iT, 12) , ii2) = S w( T( a.TI,a.IJ),alE)
11,0,111

= dw(a.u,a.v,a.w).

End’autrestermes,lestroiscomposantessontlestenseursassociésauxformesd 6,£~cc,

et dcc, desortequeles relationsci-dessuss’écrivent

r dO=

~ £j~W =

dcc 0

Comme£RW = di~cc+i~dw,latroisièmeimpliquee2 = 0, etilrestedonc,enposant
C = —C~

dO= —ccc

I. dw = 0

Si c = 0, 0 et w sontferméestouteslesdeux.La structureE estalorsplate (V Ow)

est unestructurecosyrnplectiqueau sens de P. Libermann [5], ou encoreune varlétC

canoniqueau sensde A. Lichnerowicz [8]. Lesnoyauxdesformes 6 ci w définissent

sur V deux feuilletages transverses [autrement dit unestructurepresqueproduit] et he

théorème de Darboux donnc he modèhe local

9=dt wdq’Adp,

Si c7t0,6 esturic forrnedecontactsurV. En remplaçant au besoinE parunestructure

conjuguée,on peut se ramener au cas � = I. La théorème de Darboux donne encore he

modèle local

0=dt+�p~dq’ w=dq’Adp,.
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REMARQUEI. ~ ~ R étantdonné,définissonssur R2’~ he crochet [ , I par

[e
0,e1]=0 0<i<2n

[e~,e3]= 0 )
[e~,e,~5} = Cr5~e0 ~. Si I ~ i, 5

= 0 )

On obtientainsi unestructured’algèbredeLie Lt(c) sur R
2~’, abéhiennesi e = 0,

isomorphe ah’ahgèbrede HeisenbergIi si c ~ 0. Ii estfacile devoir que la discussion
ci-dessusrevienta dire quesi d 0 = —c, lastructure E est ~( ~)-plate au sensde [2].

La constante c qui apparaIt au niveau de T seraappeléedansla suite constantede

structurede (O,w).

REMARQUE2. Si h’on demandesimplementa (0, w) d’être homogène,ha situation peut
etc très dloigriée des modéhesdesexemplesI ci 2. Prenons par exemple pour varidtd

V Ic groupe de Lie produit direct GA
1 x R oü GA1 est he groupe des transfonnations

affines de ha droite réehhe.Unebasede l’espacedes I -formes invariantes a gauchesur
V est (91 ,02,O~)øü la différentiehhe est donnée par d O~= —0’ A ~2 et dO’ = 0 si
i > 1. Prenonsahors 9 O’,w = aO’A0

2+bOtA63+02A93(a,bER). Alors (O,i~)

est une structure de presquecontact homogènesur V. Si b
7~0, w n’est pasfennéeet

ni dO, ni nesontcohinéairesa w.

3. GEOMETRIE DES STRUCTURES DEPRESQUECONTACT TRANSITIVES

Soit sur V unestructuredepresquecontact(9, w) transitive,de conStantede struc-
ture �. On a done

IdO= —ccc(1)
Ldw = 0

Lesisomorphismesmusicaux

TV2~cr*V

permettentdedOfinir, pour chaquefonction f E A°(V), le gradientde f : c’esthe

champde vecteurs grad f = d f#, c’est-à-dire

I~gradf0_Rf
(2)

[
1grad

1w = df — Rf.9
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On définit aussi Ic champ ~JevecteurhainilionienX~associCà f.

f1~O=cf

() ~ix
1w~fRf0

gradf et X1 ont donehamêmecomposantehorizontale.[Pourune manièrenaturehle

dedéfinir X~,voir parexempheArnold [4] dansle casdesstructuresdecontact].

Un difféomorphisme[local] ‘p de V scraappeléautomorphismefaible dehastruc-

tures’il existeunefonction h~,[définic surIc mCmcouvertque ‘p1 tehheque

I ipO = e’~~
8

(4)
~ = e”~”(w — d h~AU)

Cela signifle que, a un coefficient de conformitéprès, ‘p respeetc 0 ci la 2-forme

induite par cc surhechampd’hyperphansker 6. Les automorphismes (par opposition

on pourrapréciserautomorphismesforts) deIa structure(6, cc) sontlesautomorphismes
faibles ‘p qui correspondenta h~,= 0.

Danshe cascosymplectique(c = 0) lcs automorphismesfaiblessoft aussiappelés

transformationscanoniques([8], [9]). Danshe cascontact (c ~ 0) ccsont les transfor-

mationsdecontact ibs sont aborscaractérisésparIa premieredes relations(4).

Dc manièreanalogue,si Z estun champdevecteurs[local] sur V, on diraqu’il est

un automorphismeinfinitesimal faibles’iI Cxisteunefonction h~[dCfiniesurhe méme

ouvertque Z] telle que

(5 J ~ = �h~O

l~zcczcc~~zA0

Lesautomorphismesinfiniiésimaux[forts] sont lesautomorphismesinfinitésimaux fai-

bles Z qui correspondenta h~= 0. Ccci étant,on a

PROPOSITION3. Pour toutc f E A°( V), Ic champha.miltonien associéestun au-

tomorphismeinfinitesimal faiblede (6,cc). Dcplus1 ‘ensembledeschamps de vecteurs

hamiltoniensestun ideal de 1 ‘algèbre de Lie £‘( V) de automorphismes infinitésimaux

faiblcsglobauxde(0cc), qui coincideavec£‘(V) si e~0.

Ce demierpointest un rCsultatde P. Libermann [5]

DEMONSTRATION.Le premierpoint cst une verificationélCmentaire,qui conduit a

(6) = Rf
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On a done une application X : A°(V) —~ f..’(V) définie par f i—~ Xi.. Si c~0,

cette applicationest bijective,car si Z E £‘( V), on a Z = Xf avec f = !9Z. Si

= 0 , X_ n’estpas injectivecarsonnoyaucontienthes constantes;chicn’est pasnon
plus surjective car R estun automorphismeinfinitesimalqui n’estpas danscc cas un
hamihtonien.Si Z E £‘(V), on a cependant

(7) [R,Z]=X~

et parconsequentpourtout f ~A°( V)

X1h~= [Z,R]f

ccqui permetdevoir que

(8) [Z,X1] = X~1

PROPOSmON4. Il existestir A°( V) uncstructured’algèbredeLie { , } telle que

pour toutesfonctionsf, g on alt

[X1,X9] = —X{f9)

DEMONSTRATION.Si c~0, l’isomorphismeX_ : A°(V) —~ £‘(V) permetd’obte-

nir { , } par transport de la structure d’algèbre de Lie de C( V) : on posera done

(9) {f,g} = X9f— cf.Rg

ou encore,demanièrcplussymétrique,entenantcomptedufait que d f = i~1w— RfO

(9’) {f,g} = w(X~,X9)+ c(gRf— fRg)

Si l’on tient compte du fait que = ~grad1w, cette relation s’écrit encore

(9”) {f,g} w(grad f,grad g) + c(gO(grad f) — fO(grad g))

de sorteque he crochet { , } n’est autrequc Ic crochetdeJacobi introduit par A.

Lichnerowiczsurhesstructuresdc contact[7].

Si c = 0, la solutionn’estplus unique,maisha relation (9) définit encoreuneStruc-

ture d’algèbredeLie surA°(V) tehhequel’on ait

[X11X9] = _X{f,g}

La valeur de { f,g } en x E V nedependpasalorsquedes I-jets f~f et ig, mais

de façonprecisedesdifférentiellesd f1 et d g1 : Iccrochet { } estahorsun crochetde
PoissonsurA°( V) [16]. La structuredePoisson(A°( V), { }) estalorsunestructure

réguhièredonthe noyauest formO desfonctions f e A°( V) dont ha différentidile d f
estenpointvertical [c’est-à-dire colineairea 6]. .
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PROPOSITION5. Soient x E V ct (t, q, p) un systèmedc coordonnécscanoniqueen

z Ic‘est-à-dire tel que 0 et cc s ‘dcnventcommean.noncédansIc théorèmcI]. On a

alorslesexpressionslocales:

0 dt+ �p1dq’
cc = dq’ Adp,

R=~

(~f af\ a a~a ( a~ af~ a
gradf= ~——-�p~—j—+ ——--+ t~P1——-—) —

\ at ap,/ at ap, aq ~ at 19q / ap,
( a~~aaja ( af af~a~ ~

(af aq af a~~ ~ a~a9 a a~~ ( a~ af{f,g} = y~—.~---— ~—;~--;~,)+ � y2~-~--~--~ — C ~\,f~ —

Enparticulier

gradq’=~—~-- a {q’,q1}0

gradp, —�p,~-+ ~— {p,,p,} = 0

a a
grad t = + cp,~— {q’,p

1} =

a a
Xg~= + �q’~ {q’,t} = —eq’

X~=7 a {p,,t}0

= � +

DEMONSTRATION:. il s’agit de petitscalculsélémentaires.

Soit G un groupedeLie, et donnonsnousuneaction ~ de C commegrouped’au-

tomorphismes[forts] de (9,cc). On a done pour tout a E C.

çb0~r’6 et q~w=w

L’action infinitésimahecorrespondanteg —i 7~(V) associe,a tout A E g he champ

fondamentahA oii:

£AO=O ci
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On dira en suivant J.M. Souriau [15] qu’uncapplication J : V —‘ g* estun moment
pourçbsi —

(10) \/AEg A=X5
~(ii) RJ=0

oü on a,notépour A e ~ : V —i R l’apphication définie par JA(x) = J(z).A.

Nous albons voir comment la donnée d’un moment peut permettre d’obtenir pour
(V, 0,cc) un théorème de reduction analogue au théorèmede reduction de Marsden-
Weinsteinpourhcsvaridtéssymplectiques(voirpar exemple[12] ou [10]pour ccdernier

cas).

4. THEOREMES DE REDUCTION: LE CAS COSYMPLECTIQUE

On supposedans tout ccparagraphe que � = 0.
Donnonsnousuneaction ~ de C sur V comme grouped’automorphismes. On

pcut tout de suite remarquerqu’une telle action n’admetpastoujours un moment [par
exemphesi he champ deReeb R est complet(notammentsi V estcompacte)11 définit

une action de R, etcetteaction estsansmomentpuisque R n’est pasun hamiltonien].
Supposonsdoneque ~ admetteun momentJ : V .—~ g. Lesrelations(10) s’ecri-

vent

2A
9 = 0

(VAEg) 2AW~jA

RJA= 0

La situation estalors trèsvoisinede Iasituationsympheetique:

PROPOSITION6. Soil ~ uneactiondugroupedeLie C commegrouped‘automorphic-
mesdeIa va.riétécosyniplcctique(V, 0, w) connexe,ci soil J : V —~ un moment

pourcetteaction. Soil x E V. Alors I’application a: C —, g* définiepar

(Va E C) aa = J(~a(X)) — adJ(z)

nedépcndpasdu choixdex E V, ma/sseulementde J. a esttin cocyclepourlacoho-
mologiedc C a valcursdans g considérCcommeG-modulepourla representation
coadjoinic, et Ia classcdc cohomologie[a] ainsi définie ne dependpas du moment
J, maisseulcmentde ~. Dc pIus 1 ‘application C x —+ g~qui a (a,p) associe

~( p) = adp + a~ddfinit tine representationaffine ~ de C dansg~,et Icmoment
J estéquivariantpour/esactions ~ Ct ~. —



(,~. . .;

DEMO~S~AT1O~.Posor~~‘ = — On d~1initainsi ~ e
A~(U), ci si X

= d]c,.X —

en appliquantIc~dcu\ niorr~hrc~u oa c,buon:

d X = Ii

puisquc ~ A = ad,A Donc d = 1) ci puisquc V e~tsupp~isccconnuxe

est consta.ntc Si on choisi: E unc bk pour 1outc~.on a a ~

~,.‘(~(:—ad~ad.Y(r Ct ~,=:‘~,‘jud,,~

En rornpia~ar’i: ~ar c, on

Donc en cornparantcc~c~irrcs~ion.on 000cri:

= *

qui montrc quo a’~.un coc’~cia p ‘~ k a’

Si na~ntcnan:,~ ur~autrcn rca; p arc on aura pour I ‘rat .1 a

c ,. = r~.= d

cequipcrrnctdcddiinir ~ E I~par ~ = — ~. Onohuion:arrro a’ ii c~:

facile do verifier cuca: a- cat Ia coc~cia dd~n:par . on a pourtout a k’ —

ctdon: a- =

Enfin Ia rclut:on = ad,~— a- Oc!:nO nrcri uric rcprdaon:~rr’rafiirr do k’ sur

c~.Ct par cona-tron o

do sonicquo c’: ~quisarrantpour ic atror’o o et ~ a
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Si p eg, la préimageJ~(p) estun ferméde V, etsi p estunevaheurregniiere
de J, J~(p) estune sous-variétéferméede V. Comme RJ = 0, J’(p) est une

reuniond’othitesdeR, desortequeR estadaptéàJ~(p).CommepourtoutA E g
ettoutXETV -

dJA(X) =w(A,X)

on a, poprtout xE J~1(p)

(11) T~J~(p)={X
1ET1VI(VAEg)w(X~,A~)=0}

Désignonspar H,~he grouped’isotropieen p de l’action ~ de C. L’équivariancede
J montrc que J’(p) eststablepourI’action de H,~induite par l’action de C sur V

cii h’algèbrede Lie Ii de H,~est,si x E J’ (p)

h= Egj dfJ(~1)=o}= {B Eg~(VAeg)w(A~,~~)= o}

c’est-’a-dire,enposant

~={A~IAeg} ~~={E~IBEh}
(12) — :~

= ~ fl T~J~(p)

Rappehonsque si f : V —, W est unc application differentiable, un point p E

W est appehé une va/curfaiblementréguiière de J Si la préimage J” (p) est une

sous-variétéferméedont h’espaeetangent en tout point x coincideavechenoyaude

h’applicationlinéairetangenteJ~.Par exemphe,si p est une vaheurrégulièrede J
(c’est-à-dire si J est de rang maximum en tout point de f~(p’)), c’est a fortiori une
vaheurfaiblement réguhière.

D’autre part, nousdirons qu’unc action qS d’un groupede Lie C sur une variété

V est quotientanteSi l’espacedesorbites V/C a une structure de variCté telle que ha
projectioncanoniqueV —~ V/C soit une submersion.Par exemple,toute action propre

et libre est quotientante.Dc façon plus générale,si uneaction q~de C se factorise

suivantuneactionpropreethibred’un quotientC de C, qS estquotientante.On a alors

he

THEOREMEDEREDUCTIONCOSYMPLECTIQUE.Soitq’ uneactiond ‘tin groupedeLie
C commegrouped ‘automorphlsmcsd ‘unc variétécosymplectiqueconnexe(V,6,w).

Soil J : V — g~tin momentpourcetteaction, et ~ tinerepresentationde C dans g*
rendantJ équivariant. Soient p E g uneva/curfaiblementregulièrede J et H,~le
grouped ‘isotropicen p deI ‘action ~‘ dc C.

Alors, si I ‘action de H,~sur J ‘-‘(p) induutepar ~ estquotientante,les restric-

tionsa f ‘(p) desfoimes 0 et w soft basiques pourIa fibration f~ (p) —‘ V’~ =

3’—
1(p)/H~, etIcursprojectionsdCfinisscntuncstructurecosymplectique(0~’,w’~’) stir

la variétéquotientV~.
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DEMONSTRATION. L’actiOn de H,~ sur / t(p) étantsupposdequotientable,l’espacc
desorbites V~= J’1(p)/H~ cstune variCté,etlaprojection i~: J”’(p) —p V’~esl

unesubmersion.Les champsfondamentauxpourcetteaction sontIcs B oü B E h
cc qui montreque 0 et cc sont basiqucs.II cxlstc donesur V’~desformes 0~ct wi’,

uniquestellesque 0~. = 7r6~CI cc ~. ‘(ii) = ir~w~. Montrons quc (V’s, 6’~,cc’s)

est cosymplectique:91’ et cc” sont ferméespuisquc 9 et cc Ic sont. D’autrepart I?

estadaptéa J’(p) ci invariantpar H,~, doneprojectableen R”’ sur V~.Ona alors

d’une part

tR~O= I et ~R~W= 0

ci d’autrc part, I’application ~ : TV1’ —~ T*VP ~ —~ (XP)b = ~ + i~~ccP

bijcctive, carsi X”’ E TV”’ esttel quc (X~)~= 0, on a, en ddsignantpar rr un point

de J~(p) dansla fibre de ~ etpar X E T~J”1() un vcctcur sc projetantsuivant

Xt”:

Ox = 0 ci (~‘ � T
1J ‘ ‘(p)) cc ( X. U) = 0

Commc R1 E T~J’
1(p), ha decomposition T~V= R(R~) ~ ker O~ induit une

decompositionT~J”I(~ = R(R~)�3E~ellarelation(‘Il)montrc quc E
1 csth’ontho-

gonalpar rapport a ha rcstriction a ker O~de Ia 2-forme cci, du sous-espace~ est

h’orthogonalde E~. Done,en utihisant (12) hesrelationsci-dessusentrainenl —

XE~
=1’ ‘

ct done X~= 0. Le rCsultatprovientalors de Ia proposition2,

Le résuhtatsuivant estun autrethdorèmcdc reductiondanslequchIa variCté réduite

n’est plus una variétécosymplectiquc,mais une variCté symplectique. Le champde

Rcebdevientalors un champde vecteurharniltonien au senssyniplcctiqucj.

THEOREME DE RDUCTION SYMPLECTIQUE. Soit stir unc variCiC cosyrnplcctique

(V, 0, cc) uneaction quolientanledc R don! Ic gCnérateurinfinitesimal T vCrifie icc

conditionssuivantcs:

= I Ct ~7OA) = —d II ou H � A’( V

Alors la fonction H cast projctablc en uncfonction HW dCfinic.sUTIa variCtC quotient

W = V/R, clii existesur W tine fbi-mesyinplecliqucwW tel/c quo Ic champdeReeb

R seprojettesur W suivant Ic champhamiltonien (auscnssymplcctiquc,)X11,~do
H”’ parrapport a Ia foirnc w~k.
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DEMONSTRATION. On a £TO = 0 et = 0, de sorte que R agit commegroupe

d’automorphismes. Done le champ de Reeb R estprojetabhe sur W. D’autre part, on

a R — T = XH, done R et Xff ont ha mémeprojection sur W. Introduisonsha forme

cc0 = cc — d H A 0. Elle estfemiée,etbasiquepourha fibration V ~ W. Donc II existe

une unique 2 -forme cc”’ sur W telle que irw”’ = cc0. cc”’ estfermCe, et dc est de
rangmaximum;en effet l’apphication

TW —~ T*W Xu
1 —‘

est un isomorphisme: si i~cc”’ = 0, soit X un veeteurtangenta v se projetant

suivant X”’. On aura alors

zxw — i~dH.9+i~0.dH= 0

Ccci entraine ixd H = 0 puisque RH = 0, de sorte que Xb = 6X.T~.Done X et

T sont colinéaires et X W = 0.
II restca montrer que la projection de R, c’est-à-dire ceihede XH, coincide avec

X~, c’est-à-dire que iWXHW”’ = d H”’, ccqui résulte du fait quesi Y”’ est un vecteur

tangent a w et Y un vecteur tangent a v se projectantsuivant Y”’

= WO(XH,Y) = (~~w)y

= (dH)Y = (dH”)Y’~-’.
.

COROLLAIRE. Soil stir Ia variétécosymplectique(V, 0, cc) tine i.ntégraiepremiere H
du ulot dynamique.Alors, si Ic champde vectetirT = R — XH estle générateur
infinitesimald’uneaction quotientantede R, H estprojetablestir la variétéquotient

W= V/R clii existestir W tine forme symplectiquecc”’ tel/c qtieIc champdeReeb

R de V seprojettesuivantIc champhamiltonien X~associéala projectionde H..

REMARQUE.Lesthéorèmesdereductionci-dessusrentrentdanshacadreplusgénéralde

hareductiondesstructuresdePoisson,étudiéeparMarsden-Ratiu[11]: Danshehangage

decesauteurs,heshypothesesimphiquentquehe triple (V, 3’ ‘(p) , E,
4), oC E~estle

fibre helongde J~(p)desvecteurstangentsauxorbitesde C, estPoisson-réductible.

L’informationsupplémentaireapportécici residedansIanaturecosymplectiqueou sym-

phectiquede Ia variétéré.duite.

5. THEOREMES DE REDUCTION: LE CAS CONTACT

On supposedanscc paragrapheque �~0. [On pourraitd’ailleurs se limiter, en
remphaçantaubesoinha structureparunestructureconjuguée,a � = I].
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Si ~ est uneaction de C sur V commegrouped’automorphismes,et pour tout

A � g, A esthe champfondamentalassocié,posons

(13) =

Ona alors d’aprCs(3)

A=x

ci d’aillcurs en consequence

RIA 0.

Donc J est un moment [et c’est Ic seul] pour ~. Ainsi, toule action do C comme
grouped’automoiphismeadmetun uniquemoment j, ci cc momentCs! Cquivariant

pour/a representationcoadjoi.ntede C sur g : cc demier point rCsultedu fait quepoor

tout a � C, tout A � g et tout x � V —

1AA(~ = = 19 (ad~~A)= ‘~d A1 ~

Comme d ~A = ~ on you quehespoints critiquesde 1A sont lespoints i ou lea

vecteursA~ci R~sont colinéaires.Onnoteraaussique, puisquc1A eat uneintdgraic

premierede R, on a

(14) (VA � Q) igrad ~A9 = ~ Cl tgrad JAcc = ~

Soit alors p unevaleur faibhementrCguhièrede J . J ~(~) estone sous-varldId

ferrnéede V invariantepar l’action du sous-groupeH~,(d’Isotrople de ~i pour Ia

representationcoadjointede G induite par ~. Commedans Ic cascosympleclique,

leschampsde vecteursA A � h) et R sont adaptCsii cettesous-variCtd,mals on a

cetic fois

(15) (VA � ~) tAO �
1iA et iAw~J~ = (I

Autrernentdit, Ia restrictionde 0 a ~ estbieninvariantepar ~ Inaisn’est plus

basique(saufsi ~i = 0). Pour burnercettedifticuhié, on peut rcmarqucrque d’aprCa

(14) ii n’encsi pasde mêmepourI’action infinitCsimale de ti~ dClini sur J (~i) pal’

A ~ grad
1A : ccci cst coherentcard’après(2) ci (3)

(16) gradJ~=A—�~A.R
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desortequehechampdevecteurgrad 3’A estadaptéàf~(p); d’autrepartsiA,B E
h onasurf’1(p)

[grad f~,grad 3B’ = [A,BI

puisque A ci R eommutcnt,etcommepardefinitionmémede h

p[A,B] = 0

desque A E h, on en déduit , toujoursenrestrictiona f~(p)

(17) [grad f~,grad~B] = grad 3’[A,BI

On a donebien oneactioninfinitésimale de ~ sur J1(p). Engénérah,cetteaction

infinitésimaleneprovientpasd’uncactiondeH~sur 3’ ‘t(p), mais,aumoinssiRest

comphet,elheprovientd’uneactiondu groupesimplementconnexed’ahgèbredeLie h,

c’est-à-diredu revêtementuniversel dc ha composanteneutrede H,~.Si
désignehe groupca i paramètrede diffeomorphismesdéfini par R, on poseraen effet

pourtout t E R et A E g, x E 3’ ‘ (p)

(18) ~exptA(’) = ~exptA (P~A(x))

CommeA ci R commutent,ih en estde mémede ~ ci p, de soriequel’on définit

bicn ainsi un groupea h paramètrede difféomorphismesde J~(p),donefinalement
une action ~: k.,~x f’(p) —~ J’~(p).Onobtientahorsie

THEOREMEDE REDUCTION DE CONTACT. Soil c~tine action d ‘tin groupedeLie C

commegrouped’automorphismesforts dc/avariétédecontact(V,9, cc). Soientp tine

va/curfaiblementrégulièredeI ‘applicationmoment3’ : V —~ g* définiepar

(VAEg) fA~-0A,

legrouped ‘isotropic en p pourIa representationcoadjointede C. On suppose
queIc champdc RcebR estcompict,et on dCfinit I ‘action r1 du rcvêlementuniversel

deIa composanteneutrcde H~par

(VA E ~ ~expA = ~expA °

(Pt)tER CtantIc fib! globalda R. Alors, si ccttcaction ~ estquotientanteIa restriction
dc 0 a J ‘(p) est basiqucpourIa fibration 3’- ‘(p) —+ V’~= 3’— ‘(p) /fi,~etla
projection 91’ esttineformedecontactsur V’s.
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DEMONSTRATION.II resteseulementa montrerqueIaprojection0~de 0 estuneformc

dc contactsur V~.Or 0 et cc sont basiqucspour ~, et R est invariantpar çb. On

obtientdone sur V~les formcs O~’et cc
1’, ci he champde vecteursR”’ tel que

t~O””h, ~cc”’0, dO’~=—�cc~

II suffitdone,pourachever,demontrerque(91’, cc”’) estunestructuredepresquecontact

sur V1’. Or si un vecteur X1’ en on point de U”’ vérifie

i~91’.01’+ i)~~cc= 0

on aura i~01’= 0 ct = 0, cc qui montrequc X”’ est Ic projeté d’un X �

T~J~(p)telquc0~X Oct iXccI~Jl(
1’)= 0. Cecimontrequesionnote T~J’

1(p)

= IR(R
1) ~ E~Ia decomposition induite par T1V = R(R~)~ kerO~,X� E~fl

orth~,(E~),h’orthogonalitCétant prisedans l’espacevectoriel ker 9~sur hequchw~

estnon dégéneree.Or il résultedesrelations(2) et (11)quc

orth~,(E~)= {grad1A~A� g)

ctparsuite

Ex florthL, (Er) = {grad1A~A� Li}

DoncX
1’=0. .

COROLLAIRE. Soil f tineintégralepremierede R. Si p esl tine valeurréguuièrcdc f
ct si Icchampde vecteursgradf dCfinit tineactionquotientantcde R stir f (p), Ia

restrictionde 9 a f’ (p) seprojetlesuivan! tinefoimedecontacl 9”’ stir Ic quotient
.

6. EXEMPLES

I. Un systéme mCcaniqucest la donnéed’une variétC symplectique (W,ccw) ci

d’unc fonction differentiable H : W x R —~ R appelécIc hamilronicndu systèmc.

On lui associeIa variétCcosymphcctlqucV = W ~ R oC

= dt

cc = w~,+ d H A d t

(oü on anoteabusivamentd t pour pr~d t et cc~pour prTcc).
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Lestrajectoires du systèmemécanique sont alorslesprojections sur W descourbes
intégralesdu champdeReeb R de (V,O,w).

a) Le so/idelibre esthe systèmemécanique(T*D3 ,w0, H) øü D~esthe groupe

desdéphacementsdirectsdel’espaceeuchidien (c’est-à-direhe produit semidirect (R
3 x

SO
3),cc0 ha formcsympleetiquestandardsurhecotangentTD3, et H une fonction

differentiable sur TD3 (ona doneici onhamiltonien indépendantdu temps),invariante

par I’action natureihede D3 sur soncotangent,et dont ha restrictiona charque fibre de
T*D3 estune fonction quadratique.

La variétécosymplectiqueassociéeest done V = T*D3 x R munie des formes
O = dt et cc = cc0 + dH Adt. NotonsdcfaçonabrégéehespointsdeV soushaforme

(a,q,p,r,t) E SO3XR
3XR3*xR oüleséhémentsq ER3 sontdesmatricescolonne,

ci leséléments p, r E R3 sontdesmatriceshignes.Si onchoisit,pourdécomposerD
3

en SO3 x R
3, de coordonnécscentrCes au centre d’inertie do solide,on a, pourune

baseconvenabhede ~ h’expressiondu hamiltonien

H(p,r)= ~
I<i’(3

oft m estIa massedu solide,et M
1,M2,M3 les coefficientsdel’ellipsoide d’inertie

do solide.
LegroupedeGaliée C3 = SO3 x R~x R

3 x R e~sthesous-groupedu groupeaffine

CA(R3 x R) définie par

(p,v,u,T)(z,t)=(px+v+ut,r+t)

oft

(p,v,v,’r) E SO
3 x R

3 x R3 x R et (z,t) ER3 x R

L’action naturehlcde C
3 sur R

3 x R induit sur D
3 x R h’action

(p,v,u,T)(a,q,t) = (pa,pq+ v+ zit,r+t)

En passantauxcourbesparamétrécsparhe temps,on endéduit1 ‘action de C3 sur TD3 x

R

(p,v, ii, i-)(a, ~, 1) = (pa, p~+ ii, 1)

qui, se transporteen oneaction sur TD3 x R au moyendeh’isomorphismc TD3 —~

T*D3 défini par la transformationde Legendre[ou encorepar ha formc quadratique
associéea l’énergiecinétique]:

(p,v,v,r)(a,q,p,r,t)=(pa,pq+v+tv,p
tp+mv,r,r+t)
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II en rCsulte quc C3 agit ~ommcgroupcd‘aulomorphismesforts sur (V, 0, cc).

Ii estfaciledevoir qucccticaclionn‘apasde moment.Parconlre1 ‘actioninduitepar

= [C3 , C3 I (sous-groupedc C3 défini par ~ = 0) admctIc moment .1 : V

= p~R~x R~dCfini par

= Load~’~ si L

Jalp,—mq’ h<z<3

Le cocycic associCest1 ‘application u : —* g’ dCfinic par

o(p,v, v) = (0, mv —mi.)

et done J cstéquivarlant pour la representatIonaftinc ~ de C’3 dana g’ donnéepar

~(~~)( ~, ~, ~) = (ad~~,~tp+ mv ~p —

PourappliquerIc theorenicdc reduction,il cstintéressantdc procCdcrendeuxtcmps:

on fait d’abord agir Ic sous-groupe x R dc G’3 dClini par p = I : on a, si

(5,7~) � x

= (~+ rnv,~j—rriv)

desonequcJ(~,~) = {(a,q,p,r,~p= ~ quc tp—rnq= ~).

Le difféomorphismcp de V dCflni par

I q’ = q — t-~-+
~( a,q, p ri) = (a, q’, p’ r, I) avcc

~p’ = p

estun automorphismefort dc (V 0cc), ct

-I - , /

J (~) = {(a,q,p,rj)~p =0 ci q =0).

de sortequ’on aoneprcn1ièrereduction

TV = TS03 x

On a ainsi (<fixe>) Ic centred’incrtic du solide.

Onfait cnsuitcagir ic sous-groupcS’03 de C’3 : on estici (au facteurmultiphicatif

R près)danshasituationchassiqucdo solidca point fixe(soncentred‘inertic), h’actionde



LETI-IEOREME DEREDUCTIONDE MARSDEN-WEINSTEIN 647

SO3 étanih’action agauchesurhefacteurTS03, etl’action trivialc surhefacteurR.
La reduction est alorsclassique([1], [6]): si o~t0, Ia variétéréduite V estha produit
S

2 x R, estIa formesymplectiquestandardsur S2, etha foncuon h ha projetét sur
S2 de ha fonctiondéfiniesur TXSO

3 par

2

(a, q, p, r) . 1 3 2.M

Si h’on considCremaintcnantl’action du sous-groupeR de C3 sur S
2 x R, on

obtient une action triviale sur S2, et l’action naturelle do groupe addifit R sur hui-
mêmesur le secondfacteur. Le théorèmcde reductionsymphectiques’apphiquealors

triviahement. La variCté symplectique quotient est (S2 , ccS2) munie do hamiltonien

quadratiqueh.

b) L’étudeduproblémerestrcintdestroiscorpsconduit([I]) ausystèmemécaniquc
(T (U ,cc,H) oft cc est ha formc symplectiquestandardsur he cotangjntT~~r= ~ 2,

et H hehamihtoniendCpendantdo temps dCfini de ha façon soivante: soit p El 0, 1 [ on
reel fixé onefois pourtoutcs, S

1 = —pc”, = (1 — p)c~.Alors

I~I2 ____ 1—
—

2 q—S1~ Iq—J11

La vanétécosymphectiqucassociéeest V = (U2 x R avec 0 = dt, et cc = Re(d q A
d~)+dHAd~.

Considérons alors sur V h’<<action du temps>’, c’est-à-dire l’action de R définie par

r.(q,p,~)=(qe~r,pe~T,t+T)

Cetteactionestlibre etpropre,etheshypothesesdu théorèmedereductionsympleetique
sont satisfaites.La variété quotient V/IR s’identitie natorellement a Ia sous-variété

TX (U x {0 } de U, desortequele systèmemecaniqucquotientest (TX (U ,cc0, , oft

2 1—
H(q,p,t) = -f-— — P — + Im(q~).

2 Iq—So~ q—JoI

C’est Ia <<transformation>>chassique,qui permctde Sc ramenera un hamiltonien indé-

pendant du temps. ([11).

II. Munissons R’ do produit scalaireusuel, cc qui pcrmcurad’identifier R~ et
1R~,et considéronssurhe tore T’~ = R”/7L’~ ha mCtrique induite. On notera ~ ha

projectionsur T’
1 de x � R”.
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SurIc fibre unitairc cotangentSXTn, Ia restrictionde ha formc dc Liouville estunc

forme de contact 9. Si h’on note (q’,. . . , q”) lcs<<coordonneesanguhaircs>~sur T’~,

(p1.. . , p,~)les coordonnCcssurR’~,on a

SXT~~= {(q,p) � T” x R’~ I II~H= I } =

= {(q’ qfl,p1,...,p~) ~(p,)
2 = i}.

Alors, 9 = ~ p,dq’, et he champdeRccb R estdonnCpar R = ~ p
1 -

1�i~cn

Lc flot (Pt) de R cst

pt(q,p) = (q+~,p).

L’action dc T” surlui-mêmese relèveen un actionsurTT~ qui laisse invariant

S*T~~,d’oft uneactioncommegroupcd’automorphismcsforts donnéepar

q~~(q,p)(q+T,p) (r�T”)

ci de momentJ : ST~—* R’~oü

J(q,p) =p.

Un point p � R~ estdoneunevalcur(faiblemeni)régulièrcsi, ct seulementsi, ~ =

I. Si p vCrifie ccttecondition,I’action dc R” sur J (p) introduiteau paragrapheS

estdonnée,pour r � P’ par

Ccttc actionestla projectionsur T’ dc l’action de P’ sur JR’ = P’ x {p} définie

par

= (x— p)p+ ~,

dont ha variCtCdesorbitesest P muni de Ia projection

R’x{p}—~R (x,p)~(T,p).

L’action q~estdone quotieniantesi, et scuhcn1cntsi, I’apphicationci-dcssussefactorise

en oneapphication

T’ x {p} —~ S
1

c’cst-à-diresi hesystèmedeseomposantes(p~ p,,) dc p cst de rang 1 sur Q -

GéomCtriquement, cela signi tie qucI ‘orhite dc (q, p) parIc champdc Rccbcst fcrmCc.

La variétéréduiteestalors S ~, municdesa fomle canoniquc.

L’auteur remercieIc refereepourseainiCrcssantcssuggestions.
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